Prednaska C. 6

Numerické metody matematiky I

Aproximacie funkcii
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Aproximacia a interpolacia

Aproximovat funkciu f(x) znamena
nahradit ju funkciou @(x),
ktora je k funkcii f(x) v istom zmysle blizka.

Budeme sa zoberat dvomi zakladnymi typmi aproximacie
a to interpolaciou a metédou najmensich stvorcov.

Definicia: Interpolacia je taka aproximacia,
pri ktorej @(x) nadobuda v zadanych bodoch x;
predpisané hodnoty y,=f(x;) .

Niekedy navyse Ziadame,

aby funkcie f a @ mali v bodoch x;
tiez rovnake derivacie.




Aproximacia a interpolacia

Aproximovat funkciu f(x) znamena
nahradit ju funkciou @(x),
ktora je k funkcii f(x) v istom zmysle blizka.

Budeme sa zoberat dvomi zakladnymi typmi aproximacie
a to interpolaciou a metédou najmensich stvorcov.

Definicia: Metoda najmensich stvorcov je taka aproximacia,
pri ktorej @(x) ,prekladame"
medzi zadanymi bodmi [x,y;] tak,

aby ,vzdialenost™ funkcii f a ¢ bola

v istom zmysle minimalna.
Je pri tom charakteristicke,

ze funkcia @(x) bodmi [x,y;] neprechadza.




Aproximacia a interpolacia

Aproximaciu ¢@(x) pouzijeme
na priblizny vypocet hodnoét funkcie f(x)
napriklad pri vykreslovani grafu @(x) = f (x).

Vo vSeobecnosti sa ¢(x) pouziva na rieSenie Uloh,

v ktorych vystupuje funkcia f,
ktoru je ucelné alebo dokonca nevyhnutné

nahradit jej aproximaciou .

Prikladom moze byt vypocet derivacie
alebo urcitého integralu.

Je vhodné, aby bol vypocdet ¢(x) ,jednoduchy".
Preto sa @(x) casto hlada v tvare polynému.




Interpolacia

Interpolacnu funkciu @(x)
vyberame z vhodnej triedy funkcii.




Interpolacia

Interpolacnu funkciu @(x)

vyberame z vhodnej triedy funkcii.
Obmedzime sa na dva najbeznejsie pripady:

1. ¢(x) je polyném:;




Interpolacia

Interpolacnu funkciu @(x)

vyberame z vhodnej triedy funkcii.
Obmedzime sa na dva najbeznejsie pripady:

1. ¢(x) je polyném:;

2. ¢(x) je po Castiach polynom,
na kazdom subintervale vSeobecne iny
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Interpolacia polyndmom

Predpokladajme, ze su dané navzajom rézne body

X0sXyseees Xy X EX; PrE I j,

ktorym tiez hovorime uzly interpolacie,
a v kazdom z nich je predpisana hodnota ;.

Hladéme interpolaény polyném P (x) stupiia najviac n,
ktory spifia interpolaéné podmienky

P (xl-> =y, i=0,1,..,n.




Interpolacia polyndmom

1_

0.5-
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Interpolacia polyndmom

Veta Nech st dané body [ x,y;],i=0,...n.
Potom existuje prave jeden polyném P, stupfia nanajvys n taky,

ze P(x)=y, i=0,..n.

Existenciu interpolacného polynomu dokazeme tak,
ze ukazeme postup,
ktorym je ho mozné pre lubovoln€, navzajom rozne
uzlové body skonstruovat.




Interpolacia polyndmom

To, zZe interpolacni polyndm prechadzajlci danymi bodmi
existuje prave jeden,
dokazeme sporom.

Predpokladajme, ze existuju dva polyndmy stupna nanajvys #,
ozna¢me ich P, (x) a R (x) také,
ze P(x)=y, i=0,..n aj R(x)=y, i=0,..n.

Ukazeme, ze tieto dva polyndmy su zhodné.

Oznaéme Q (x) =P, (x) - R (x).
Je vidiet, ze Q,(x) je znovu polyném stupna nanajvys n
a navyse QO (x)=0, i=0, ... ,n.
Mame teda polyndm stupria nanajvys n, ktory ma n+1 koreriov.
To je mozné iba tak, ze Q,(x) je identicky rovny nule, O, (x) =0
ateda P(x)=R (x) VxeX
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Lagrangeov interpolacny polyndmom

Lagrangeov tvar interpolacného polynédmu ma vyjadrenie
n
b, (x) — yOlO <x>+ylll <x>+”'+ynln <x> — Zyili (x) ’
i=0
kde /(x) su tzv. fundamentalne polynémy definované predpisom

L (x)= (x—x)(x—x)-..(x—x,_4) (x=x,)

i (2 —x0 ) (2 —x) .. (>, — %) (x—x,)

Lahko zistime, ze

1 pre k=i,
li(xk>: £ Z i,k=0,1,..n,
0 pre k=1,

takze interpolacné podmienky

P (xk):Zyl-li (xk>:yk, k=0,1,...,n ,
i=0

su splnené.




Lagrangeov interpolacny polyndmom

Priklad: UrCime interpolacny polyndm pre data predpisané tabulkou

xj | —1 1 2 3

yi| -6 —2 -3 2

Najskor ziskame fundamentalne polynomy

_ x=Dx=2)(x=3) 1 4 2
€g(:~:)—(_1_1)(_1_2)(_1_3)——£(x—6X +11x —6),




Lagrangeov interpolacny polyndmom

Priklad: UrCime interpolacny polyndm pre data predpisané tabulkou

xj | —1 1 2 3

yi| -6 —2 -3 2

Najskor ziskame fundamentalne polynomy

_ (x=1D(x=2)(x=3) 1 3 2
80():':)—(_1_1)(_1_2)(_1_3)——£( — 6x° 4+ 11x — 6),

_ D =2)(x=3) 1 3 2
l1(x) = AT 1)1 -2)1-3) —1(){ —4x“+x+6),




Lagrangeov interpolacny polyndmom

Priklad: UrCime interpolacny polyndm pre data predpisané tabulkou

xj | —1 1 2 3

yi| -6 —2 -3 2

Najskor ziskame fundamentalne polynomy

o (x-Dx=2)(x-=3) 1 4 2
gD(X)_(—1—1)(—1—2)(—1—3)__E( — 6x“ 4 11x — 6),

_(x+1D)(x=2)(x—=3) 1 5 g
W)= arnaoaaos —a X T X6,

_(x+Dx-1)(x=3) 1 4 2
b= i ne-ne_3 - 3% X —x+3).




Lagrangeov interpolacny polyndmom

Priklad: Urcime interpolacny polyndm pre data predpisané tabulkou

xj | —1 1 2 3

yi| -6 —2 -3 2

Najskor ziskame fundamentalne polynomy

o (x=1D(x=2)(x=3) 1 3 2
E’g(x)—(_1_1)(_1_2)(_1_3)——£( — 6x° 4+ 11x — 6),

_(x+D)x=2)(x—=3) 1 5 2
L) =aina—oa—3 ~a¥ & TxF6),

_x+Dx-D(x-3) 1 4 2
LX) = aineone=3 - 3% ¥ —x+3),

_x+Dx-1)(x=2) 1 3 .,
L= GrnE-1E_2 s & X2




Lagrangeov interpolacny polyndmom

xi | —1 1 2 3

yi| -6 -2 -3 2

(x-1)(x-2)x-3) 1 3 _,
Cl-D)(1-2)(—1-3) 22X ~ & +1x—6),

_(x+Dx=2)(x=3) 1 ;3 g
l1(x) = A+ 1)1 -2)(1-3) —E(x — 4x“ + x4 6),

x+1)(x-1)(x—-3) 1 4 5
@+¢x2—n@—3)__§&'_%'_x+m’

(x+1)x—-1)(x—2) 1, 6, :
(3+1)(3—-1)(3—2) —g(x — 2x° — x + 2)

fg(x) =

fz(){) =

€3(X) =

Potom zostavime interpolacny polyndm

P3(x) = —6 - Lo(x) —2 - #1(x) — 3 -la(x) +2 - l3(x) = x> = 3x* + x — 1.




Lagrangeov interpolacny polyndmom

xi | —1 1 2 3

yi| -6 —2 -3 2

P3(x) = —6 - Lo(x) — 2 - l1(x) — 3 lp(x) +2- l3(x) = x> — 3x* + x — 1.




Lagrangeov interpolacny polyndmom

Hlavnou prednostou Lagrangeovho interpolacného polynému je
jeho elegantna forma.
Preto sa pouziva najma v teoretickych uvahach.

Pre praktické pouzitie nie je idealny,
lebo ma dva hlavné nedostatky

e Ak pridame dalsi uzol x, ,,
musime prepocitat vSetky fundamentalne polyndmy

e Pocet operacii potrebnych na vypocet hodnoty P, (x*)
je pomerne znacny,

vyzaduje 2n?*+2n operacii ndsobenia a

2n*+3n operécii s¢itania
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Newtonov interpolacny polyndmom

Nedostatky Lagrangeovho interpolacného polyndmu odstranuje
Newtonov interpolacny polynom, ktory je v tvare

Pn(x) = ap+a1(x—xo0)+ a2(x—x0)(x —x1)+- - -+ ap(x—x0)(x —x1) - - - (x —=xp_1) .

Pridanie dalsieho uzla x,.,, lahké,
k P (x) staci pripocitat dalsi ¢len, lebo

Pas1(x) = Pa(x) + ant1(x — 0)(x = x1) -+ (x — xa)




Newtonov interpolacny polyndmom

Hodnotu z=P_(x*) urcime podobne ako v Hornerovej schéme,
t.j. postupom

z:=a,
a potom prei = n-1, n-2, ..., 0 poCitame
z:=z (X*-x;,) + a;

Dosiahneme tak vyznamnu usporu poctu operacii.

Koeficienty a, je mozné vypocitat priamo z interpolacnych podmienok
Pn(xi) = yi, i=0,1,...,n.

Existuje vSak este lepsi sposob ziskania koeficientov a,
a ten si teraz ukazeme.




Newtonov interpolacny polyndmom

Najskor definujme pomerné diferencie:

P:X,-'] = Yi,
Plxi, Xiy1] == (P[xit1] — Pxi])/ (Xit1 — xi) ,

Plxi, Xit1, Xiy2] := (P[Xit1, Xit2] — P[xi, xi+1])/ (Xig2 — i),

adalejpre3 < k < n:

PlxisXix1y - -y Xitk—1, Xitk] := (P[Xix1, - - - s Xivk] — P[Xis - - s Xiak—1]) / (Xivk — Xi) -

Da sa ukazat, ze

a; = Plxg, x1, .-, %],




Newtonov interpolacny polyndmom

Takze Newtonov interpolacny polyném je

Pn(x) = P[x0] + Plx0, x1](x — x0) + P[x0, x1, x2](x — x0)(x — x1) + ...

+ Plxo, X1, Xn](x — x0)(x — x1) ... (X — Xp—1) -

Ak oznac¢ime Pi = P[xi_k, ..., xj], potom a=P; a
algoritmus vypoctu pomernych diferencii bude

Pre i=0,1,...,n vykonaj P,;,:=Yy,.
Pre k=1,2,...,n vykonavaj:
pre i=k, k+1, ..., n vykonavaj:
Pic == (Pik—1— Pi—1k—1)/(xi — Xi—k)
koniec cyklu i,

koniec cyklu k .




Newtonov interpolacny polyndmom

Vypocet je mozné prehladne zapisat do tabulky,

X0

X1

X2

X3

ktord vypihame po stipcoch.

Poo
Pio P11
P P Pax

PnU Pnl Pn2 s Pn,n—l Pnn




Newtonov interpolacny polyndmom

Vypocet koeficientov a. = P..
a
nasledny vypocet z=P, (x*) postupom

z:=a,
a potom prei =n-1, n-2, ..., 0 poCitame
z:=z (X*-x;,) + &

vyzaduje
1n* 4+ 3n operacii ndsobenia a
n’> + 3n operacii s¢itania.

Je to vyrazne menej ako pri vypocte hodnoty P, (x*)
z Lagrangeovho polyndmu
( 2n2+2n operacii nasobenia a
2n2+3n operacii scitania )




Newtonov interpolacny polyndmom

Priklad: Zostavme Newtonov interpolacny polynom
pre data z predchadzajuceho prikladu

xj | —1 1 2 3

yi| -6 —2 -3 2

Priebeh vypocCtu zaznamenavame do tabulky. Dostaneme

x; | Pio
-1 | —6
1| =2
2 | —3
3 2




Newtonov interpolacny polyndmom

x| -1 1 2 3 a = -6
=k = 2
vi| -6 —2 -3 2 = -1
d3 = 1

P3y(x)=—-64+2-(x+1)+(-1) - (x+1)(x—1)+1-(x+1)(x—-1)(x—2).

V bode x* = 0,5 vypocCitame hodnotu polyndmu postupom
z:=a,

a potom prei = n-1, n-2, ..., 0 poCitame
z:=z (xX*-x;,) + a, t.j.

P3(05) =((1-(05—-2)—1)-(0,5—-1)+2)-(05+1)—6=—1,125.




Newtonov interpolacny polyndmom

Ked' pridame dalsi uzol x, = 0 a v nom predpiseme hodnotu y, = 2,
staci dopocitat jeden riadok tabulky
xi | Pio Pan P Pi

X¢ | Poo Pax Pax Paz  Paa

ol 2 0 25 05 -05 — a2, = -0p5

a potom Py(x) = Ps(x) 4+ (—0,5) - (x + 1)(x — 1)(x — 2)(x — 3)
kde

Piy(x)=—-642-(x+1)4+(-1)- (x+1D)(x—1)4+1-(x+1)(x—1)(x—2).
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Chyba aproximacie interpolacnym polyndmom

Oznacenia
Symbolom C(a,b) budeme oznacovat mnozinu véetkych funkcii,
ktoré su v intervale (a,b) spojité.

Symbolom C*(a,b) mnozinu vietkych funkcii,
ktoré su na intervale (a,b) spojité
spolu s derivaciami az do radu k vratane.

Pre k = 0 zrejme  C°(a,b) = C(a,b)




Chyba aproximacie interpolacnym polyndmom

Predpokladajme, ze Cisla y, nie su lubovolng,
ale ze y, = f (x;) su hodnoty funkcie f v uzloch interpolacie.

Potom nas zaujima chyba
E,(x*)=Ff(x*)—P,(x*)
vo zvolenom bode x*.

Pre x* =x; je E. (x)=0.

Aka je chyba mimo uzlov interpolacie?




Chyba aproximacie interpolacnym polyndmom

Veta: Nech x* je lubovolny bod,
<a,b> je nejaky interval obsahujuci vsetky uzly x; interpolacie a
tiez skimany bod x* a
nech feC""(a,b)

Potom pre chybu E_(x*) plati

(n+1)
E, (x*) = F(x*)— P, (x*) = f<n+g>§!>(x*xo)(x*x1)...(x*xn) ,

kde &= ¢&(x*) je (blizéie neuréeny) bod z intervalu (a,b).

Zapisom & = &(x*) pritom chceme zd6raznit,
ze poloha bodu ¢ zavisi nielen na funkcii f a na interpolante P,
ale tiez aj na zvolenom bode x*.




Chyba aproximacie interpolacnym polyndmom

Poznamky: (Pre jednoduchost budeme predpokladat
Xo < X1 << Xp. )

1. Ak M_,, je takd konstanta, ze |f("*1)(x)| < M,,1 pre kazdé x € (a, b),

potom v
1
T max |wns1(x)]

‘E”<X*) gmx (a, b)

kde wpi1(x) = (x —x0)(x — x1) ... (x — xp) .
Tento odhad je vsak zvycajne prilis pesimisticky.

2. Ak ma funkcia f(x) derivacie vsetkych radov
ohranicené rovnakou konstantou,
potom pre dostatocne velké n je chyba lubovolne mala.




Chyba aproximacie interpolacnym polyndmom

Priklad: Pre f (x) = sin x je mozné vziat M ., = 1, preto

(b— a)"+!
(n+1)!

|En(x)| <

D4 sa dokazat, ze pre n — oc ,
(b — a)"tt
(n+1)!
takze P,(x) — f(x) pre kazdé x z lubovolného intervalu (a, b) .

— 0




Chyba aproximacie interpolacnym polyndmom

3. Ak interpolacny polyndm pouzivame na vypocet hodnot
interpolovanej funkcie mimo intervalu (xo, xn),
hovorime, Zze robime extrapolaciu.

V tomto pripade moéze byt chyba aproximacie velka,
pretoZze hodnota |wp11(x)| rychle rastie,
ked' sa x vzdaluje od x, dolava alebo od x, doprava.




Chyba aproximacie interpolacnym polyndmom

3. Ak interpolacny polyndm pouzivame na vypocet hodnot
interpolovanej funkcie mimo intervalu (xo, xn),
hovorime, Zze robime extrapolaciu.

V tomto pripade moéze byt chyba aproximacie velka,
pretoZze hodnota |wp11(x)| rychle rastie,
ked' sa x vzdaluje od x, dolava alebo od x, doprava.

4. wpy1(x) moze nadobudat velké hodnoty tiez vnutri intervalu (xp, xy),
najma ak su uzly x, rozmiestnené rovhomerne,
t.j. ked x; = x¢o + ih, kde h je pevne zvoleny krok.




Chyba aproximacie interpolacnym polyndmom

o | T S
- O = . n=
o8#k------- - o m =12 |- SOERRERREERE
R, U S e AU A SO LA A
0'6'1 \ E ’ Jp
- \ I !
TAL e e el
1 !
o2k v v SR Y
f v ;" ~ s "\  J
F:ﬁ. ~ ‘:—".‘. - -y ” .’\'ﬂr
ol VI . L2 A4
| | | | |
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Graf funkcie |wpt1(x)|




Chyba aproximacie interpolacnym polyndmom

Priklad: Zostrojme interpolacny polynom funkcie

1
f(x) = 11 05,2 narovnomernom deleni intervalu (—1,1).

2 ! ' ! :
"l | - —Pm(x) f Iy ; ,
1 : = | I Ide o znamy priklad,
L | —1/(1+25x7) | ' v, |
15l e T na ktorom sa deljwonstrUJe,
g ! " ze pre rastuci pocet dielikov
11 I chyba interpolacie
:, L neobmedzene rastie.
- :
1 1 Preto sa
. : o pouzivanie
' : interpolacnych polynomov
' - vysok)’/ch stupniov
VO vseobecnosti

neodporica.

0.5 1

-05 i 1
—-0.5 0
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Optimalny vyber interpolacnych uzlov

Vhodnym rozmiestnenim uzlov je mozné chybu |w,i1(x)| minimalizovat.

Definicia: Normalizovany polynom stupna n ma tvar

P, (x)=x"+ax" ' +.+a,

Veta: Spomedzi vsetkych normalizovanych polyndmov n-tého stupna
sa prave polynom
- 1
T,(z)= Fcos(n arccos z)
na intervale (—1,1)
najmenej odchyluje od nuly.

Polynémy T, (z) voldme Ceby$evove polynémy prvého druhu.




Optimalny vyber interpolacnych uzlov

Cebys$evove polynémy sa mézu zdat trigonometrické,
no v dosledku trigonometrickych identit je mozné najst aj takyto zapis

o(2) =1

Ti(z)=z

[, (z) = 22" —1

5 (z)=42° -3z

4 (z)=8z" —82° +1

Optimalne interpolacné uzly si umiestnené v nulovych bodoch
CebysSevovho polynému.




Optimalny vyber interpolacnych uzlov

Predpokladajme, ze hladame optimalne rozmiestnenie
interpolaénych uzlov na intervale (a, b) .

Urobme transformaciu intervalu<—1,1> na interval (a, b)
b—a b-+a
2 2

X

Nulové body su Ceby$evovoho polyndmu stupria n+1

2i +1
Cos[(n—|—1)arccos Zi] =0 = (n+1) arccos z; = / .
3 2i +1 2041
Z; = COS 2n_|_2ﬂ-] <« arccos Zz; ——2(n+1>72'

potom optimalny vyber interpolacnych uzlov je

b—a 2i +1 ] b+a
X, = cos |+

i i:0,1,...,n.
2 2n + 2 2
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Hermitova interpolacia

Doposial' sme sa zaoberali interpolaciou,
v ktorej bol interpolacny polyndm urceny zdanymi hodnotami
P.(x;)) =y, vuzloch x.

Ak interpolacny polyndm urcuju navyse aj predpisané derivacie,
hovorime o Hermitovej interpolacii.

Predpokladajme teda,

ze v kazdom uzle x; je zadanych a; + 1 Cisel yfo),yp),...,yf“';)

Oznacme

a:n—l—iai .
i=0

Potom Hermitovym interpolaénym polynémom P.(x) nazveme
polyndm stupria najviac « , ktory spifia interpolaéné podmienky
4 .
—.Pa(x,-):y,-m, j=0,1,...,¢e;, i=0,1,...,n.
dx/

Je dokazang, ze existuje jediny taky polynom.




Hermitova interpolacia

_ Ak
y,-m:@f(x,-), j=0,1,...,a;, 1=0,1,...,n,

hovorime, Zze P,(x) je Hermitov interpolacny polyném funkcie f (x).

Nech (a, b) je interval obsahujlci uzly interpolacie.
Ak f € C**t1(a, b), potom
pre chybu Hermitovej interpolacie v bode x € (a, b) plati

Fles e
(a+1)!

kde ¢ =&(X) je nejaky (blizSie neurceny) bod intervalu (a, b) .

f(X) — Pa(X) = (X — x0)™ (% — xg ). (X — x,)* L,




Hermitova interpolacia

Pouzitie Hermitovho polyndmu vysokého stupna
vo vSeobecnosti nemozno odporudit,
pretoze chyba medzi uzlami mo6ze byt znacna.

Vzorec pre urcenie koeficientov Hermitovho polyndmu
je pomerne komplikovany,
vypocet si ukazeme na priklade.




Hermitova interpolacia

Priklad Zostrojme Hermitov interpolacny polyndm pre data z tabulky

!

xilyi yi vy

-1 2 —4 12

1] 2 4

Teda mame Xp = _]_’ Qg = 2r y{gﬂ) — 2r yél) — _4r .Véz) — ]_2=

x1= 1, a1 =1, },1(”) = 2, yl(l) = 4,

Napriek tomu, ze je predpisanych celkovo 5 podmienok,
Hermitov polyndm navrhneme ako polyndm stupna a = 4.
Aby sme si usetrili pracu,
zapiseme ho v tvare mocninového rozvoja okolo toho bodu,
v ktorom je predpisanych najviac podmienok,

v nasom pripade okolo bodu xp = —1 .

Pi(x) =a+b(x +1)+c(x+1)> +d(x+1)>+ e(x+1)*.




Hermitova interpolacia

!

xilyi yi y/

-1 2 —4 12

1] 2 4

Py(x)=a+b(x+1)+c(x+1)°+d(x+1)>+ e(x+1)*.

Koeficienty a, b, ¢ ziskame lahko.
Z podmienky Ps(—1) =2 okamzite dostavame a=2.

Podobne z podmienky Py(—1) = —4 ziskame b — 4 a pretoze
Py/(—1) = 2c, z podmienky P;(—1) = 12 dostanemec =6..

Dalej
Pi(1)=2—-4-246-224+d- 2 +e-2=2 — 8d + 16e = —16,
Pi(1)=—-4+2.6-24+3-d-2°4+4.¢-2°=4 — 12d + 32e = —16.
RieSenim tejto sustavy dostaneme d = —4, e = 1. Teda
Pix) =2 —4(x+1)+6(x+1)? —4(x+1>+(x+1)*=x*—1.
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