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EUETEEVACETN( WOl Soustavy linedrnich rovnic

Jednou z nejéastéji se vyskytujicich tloh vypoletni praxe je tloha vyFesit soustavu
linedrnich rovnic. Takové soustavy byvaji éasto velmi rozsahlé, soucasnd vypocetni
technika umoZziuje v pfijatelnych &asech vy¥esit soustavy s nékolika miliény
neznamych. Metody ¥eSeni délime na pfimé a iteraéni. P¥imé metody jsou takové
metody, které dodaji v kone¢ném poctu krok( presné ¥eSeni za predpokladu, Ze
vypocet probihd bez zaokrouhlovacich chyb, tedy zcela p¥esné. Iteraéni metody
poskytnou jen ¥eSeni pFiblizné. To ale viibec nevadi, pokud je p¥iblizné feSeni
dostate¢né dobrou aproximaci ¥eSeni pfesného. Polet krok( iteralni metody zavisi
na poZadované presnosti.
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Budeme se tedy zabyvat FeSenim soustavy linedrnich rovnic

auxi + apxe + -+ + ammx, = by,
a1x1 + anx + - 4+ amXy, = b,

(2.1)
an X1 + amx + - 4+ amXp, = bn .

Budeme pFedpokladat, Ze matice soustavy je reguldrni, takZe Ye$ena soustava ma
jediné Yegeni.
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Soustavu (2.1) miizeme psét ve tvaru

nebo v maticovém tvaru

kde
a1 a12
a1 ax
A =
anl an2

n
E a,'ij:b,', i:l,2,...,n,
Jj=1

Ax =b,
ain X1
an X2
) x = )
ann Xn

(2.2)
(23)
by
by
b,

Matici A nazyvdme matici soustavy, b je vektor pravé strany a x vektor

nezndmych.
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Gaussova elimina&ni metoda

Z3kladni pfimou metodou YeSeni soustav linedrnich rovnic je Gaussova eliminaéni
metoda, stru¢n& GEM. Skldda se ze dvou &asti. V pfimém chodu GEM se soustava
(2.1) ptevede na ekvivalentni soustavu

Ux =c, (2.4)

kde U je tzv. horni trojlhelnikova matice, coZ je matice, kterd ma pod hlavn{
diagondlou v8echny prvky nulové, tj. U = {u;}?;_; a uj =0 pro i > j,

upn Ui U1z - Ui n—1 Uin

0 wxn w3 -+ U Uop

0 0 w3 -+ wno1 Usn
U =

0 0 e 0 Up—1,n—1 Un—1,n

0 0 o - 0 Unn
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(R4

Ve zpétném chodu se pak Ye¥i soustava (2.4). ProtoZe A je reguldrni, je také U
regularni, coZ znamend, Ze diagondlni prvky u; #0, i =1,2,...,n. Diky tomu
vypoclteme z posledni rovnice x,, z pfedposledni x,_1 atd. aZ nakonec z prvn{
rovnice vypotteme xi.

P¥imy chod GEM. Pro usnadné&ni popisu pfimého chodu GEM poloZime
A = A b = b, prvky matice matice A(®) oznatime a,(jo) = aj a prvky vektoru
b(©® ozna&ime bfo) = b;.
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P¥imy chod GEM popisuje nésledujici
algoritmus GEMz (zdkladni, bez vyb&ru hlavniho prvku):

fork:=1ton—1do
begin
AR = A(k=1) . p(K) .— p(k—1).
for i:=k+1to ndo
begin
mik = ag) /2y

for j:=k+1tondo all) .=l m,-kaf(jf) ;

ij ij
b = ") — my b
end
end
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P¥imy chod mad n — 1 krokii. V k-tém kroku se soustava rovnic Atk—Dx = p(k—1)
transformuje na soustavu A(X)x = b(k). Prvnich k rovnic se u# nem&ni. Tato
skutenost je v algoritmu GEMz vyjad¥ena pikazy AK) = Alk=1)

a b9 := b(k=1)_ Smyslem transformace je vyloutit nezndmou x, z rovnic i > k,
tj. vynulovat poddiagonélini koeficienty v k-tém sloupci matice A(K). Dosshneme
toho tak, Ze od i-té rovnice odetteme mj nasobek k-té rovnice. Multiplikatory
mj, museji zajistit, aby v pozici (i, k) matice A®) vznikla nula:

a —mia =0 = mi=ay)/a).

Cislo aff,i) se nazyva hlavni prvek nebo také pivot. P¥i vypoétu multiplikatoru mjy

mize algoritmus GEMz zhavarovat v p¥ipadg, Ze agfz) = 0. Tomuto problému
bychom se mohli vyhnout, kdybychom k-tou rovnici prohodili s nékterou z dal$ich
rovnic, kterd ma u proménné x, nenulovy koeficient. Postup zaloZeny na této
myslence se nazyvd GEM s vyb&rem hlavniho prvku. Podrobné se jim budeme
zabyvat v nésledujicim odstavci. GEMz je tedy algoritmus GEM bez vyb&ru
hlavniho prvku.
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V tomto odstavci budeme predpoklddat, Ze A je takovd matice soustavy, pro
kterou jsou vSechny hlavni prvky aii) nenulové.

Programovani. Prvky matic A®%) uchovavéme v dvourozm&rném poli A a prvky
vektori b(¥) v jednorozm&rném poli b. P¥ikazy A(K) := Ak=1) 3 b(k) := p(k—1) e
proto ve skutenosti neprovad&ji. ProtoZe v pozici (i, k) pole A vznikne nula, Ize
prvek A[i,k] vyuZit pro ,uskladn&ni* multiplikatoru mj.
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LU rozklad. Po ukon&eni pfimého chodu je horni trojihelnikovd matice U
v rovnici (2.4) uréena diagondlnimi a naddiagondlnimi prvky matice A=)

_J 0 proj=12...,i—1,
Y= D o j=dit1,... 0,

i

Vektor ¢ v (2.4) je transformovanou pravou stranou b("=1) tj.
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Multiplikdtory mj; z p¥imého chodu umistime do dolnfi trojiihelnikové matice
L={l;}7;—1, Lj =0proj>i,

11 0 0 . 0 0
01 U 0 s 0 0
l31 l3o bz - 0 0
L = . . . . . . 9
lho11 loc1p o1z oo lpip-1 O

énl €n2 €n3 o én,n—l gnn
definované predpisem

0 proi=12....k—1,
Ly = 1 proi =k, k=1,2,...,n.
my proi=k+1,k+2,...,n,
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Da se ukazat, Ze plati
A=LU. (2.8)

Vyjad¥eni matice A jako soucinu dolni trojihelnikové matice L a horn{
trojuhelnikové matice U se nazyva LU rozklad matice A. Ten je mozné pouZit

k pozdé&jsimu YeSeni soustavy rovnic se stejnou matici soustavy A, aviak s jinou
pravou stranou. To je uZitecné zejména p¥i feSeni posloupnosti tuloh Ax; = b;, kdy
se novd prava strana b; miiZe sestavit aZ poté, co se vyfesSily pfedchozi soustavy
Ax, = by pro k < i.

UkaZme si, jak lze soustavu LUx = b efektivn& vy¥esit. KdyZ si ozna&ime Ux =y,
vidime, Ze y je YeSeni soustavy Ly = b. Uréime tedy nejd¥ive y jako ¥eSeni
soustavy Ly = b a pak x jako FeSeni soustavy Ux =y, tj.

Ly=b, Ux=y. (2.9)

Ztejm& y = b("~1 je transformovana prava strana ziskana algoritmem GEMz.
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Soustavu Ly = b vyFesime snadno, z prvni rovnice vypoc&itdme y;, ze druhé
rovnice y, atd. aZ nakonec z posledni rovnice vypo&itdme y,. Soustavu Ux =y
FeSime pozpatku, tj. z posledni rovnice vypolteme x,, z predposledni x,_; atd. aZ
nakonec z prvni rovnice vypolteme xj.

P¥i feSeni soustav rovnic byva LU rozklad oznalovan také jako eliminace nebo
p¥imy chod a vypolet FeSeni podle (2.9) byvd oznatovén jako zp&tny chod.

Kdy lze algoritmus GEMz pouzit? Jak jsme jiz uvedli, slabym mistem algoritmu
GEMz mize byt vypolet multiplikidtoru mj, nebot obecn& nelze vyloutit, Ze

v priib&hu eliminace vznikne a{¥) = 0. V aplikacich se véak pom&mg Zasto ¥esi
soustavy rovnic, pro které nulovy pivot v algoritmu GEMz vzniknout nemiiZe.
Abychom takové soustavy mohli popsat, zavedeme si né&kolik novych pojmi.
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Rekneme, Ze matice A = {a;}];_; je ryze diagondln& dominantni, jestlize

n
ail > > layl,  i=1,2,....n, (2.10)

ji=1

J#I
nebo-li slovy, v kazdém ¥adku je absolutni hodnota diagondlniho prvku vé&tsi nez
soucet absolutnich hodnot zbyvajicich prvkd tohoto ¥adku. | kdyZ matice A
soustavy rovnic Ax = b diagondIné dominantni neni, |ze nékdy vhodnym
»preskladanim* rovnic docilit toho, Ze matice A takto vzniklé ekvivalentn{
soustavy rovnic Ax =b uz diagonalné dominantni je.
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V aplikacich se také pomérné& Casto setkdvame s tzv. pozitivn& definitnimi
maticemi. Takové matice Ize specifikovat pomoci fady navzajem ekvivalentnich
definic. Jednu z nich si ted uvedeme: ¥ekneme, Ye symetrickd matice

A = {a;}7,_; je pozitivn& definitni, jestliZe

pro kaZdy nenulovy sloupcovy vektor x = (x1, X2, ..., x,) " plati

x"Ax = Z xjajjx; > 0. (2.11)
ij=1

OveFit pfimo tuto podminku neni snadné. Je-li viak A reguldrni, pak z (2.11)
tém&F okamité plyne, e ATA je pozitivn& definitni. (DokaZte to!) Vyndsobime-li
tedy soustavu rovnic Ax = b zleva matici AT, dostaneme ekvivalentni soustavu
AT Ax = ATb s pozitivn& definitni matici soustavy. Tento postup se véak pro
praktické Yedeni soustav rovnic nehodi (operace AT A vyzaduje velky objem
vypoctl, u iteratnich metod se navic vyznamné& zhorduje rychlost konvergence).
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PY¥i YeZeni konkrétnich praktickych tloh byvd obvykle uZ? pfedem zndmo (z povahy
FeSeného problému a ze zpisobu jeho diskretizace), zda matice vznikajicich
soustav linedrnich rovnic jsou (resp. nejsou) pozitivng definitni. Uved me si viak
presto alespofi jednu Easto uvad&nou (nutnou a postatujici) podminku pozitivni

definitnosti, znamou jako

Sylvesterovo kritérium. Ctvercovs symetricks matice A = {a,-j}ﬁj:l je pozitivné

definitni, pravé kdyZ jsou kladné determinanty vSech hlavnich rohovych submatic

{aij}f'(,j:r k=1,2,...,n, tj. kdyZ plati

ann a2 a3 .. d1n

>0, a1 ax ax|>0,..., >0.
431 d32 4as3 an

d11 412

a;1 >0
"o lan ax

aI‘II'I
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D3 se ukazat, Ze algoritmus GEMz Ize pouZit pro ¥eeni soustav, jejichZ matice je
bud'to ryze diagondln& dominantni nebo pozitivné definitni. Uspééné pouziti
algoritmu GEMz Ize zarudit také pro dalsi typy matic, které se p¥i FeSeni
praktickych dloh &asto vyskytuji (viz nap¥. [Fiedler], [Meurant]).
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Vypottova narognost GEM. P¥imy chod GEM vyzaduje $n® + O(n?) operaci
nésobicich (tj. ndsobeni nebo déleni) a $n® + O(n?) operaci stitacich (tj. stitani
nebo odegitani). Symbolem O(n?) jsme p¥itom vyjad¥ili ¥ddové mén& vyznamny
potet operaci ¥adu n? (tvaru axn® 4+ a1n + ap, kde as, a1, ag jsou &isla nezavisla
na n). Clen %n3 souvisi s transformaci matice soustavy. Polet operaci souvisejicich
s transformaci pravé strany je o ¥ad niZi a je tedy zahrnut do &lenu O(n?).

Zpétny chod GEM je vypotetn& podstatn& mén& nirotny. Redeni soustavy rovnic
s trojtihelnikovou matici vyZaduje 3n? + O(n) operaci nasobicich a $n* + O(n)
operaci stitacich. P¥itom O(n) reprezentuje potet operaci ¥adu n (tvaru agn+ ao,
kde a1, ag jsou &isla nezavisld na n). ,,GEM zp&tny chod®, tj. vypolet x ze
soustavy (2.4), proto vyZzaduje %nZ + O(n) operaci a ,,LU zpétny chod*”, tj.
vypotet y a x ze soustav (2.9), vyZaduje dvojndsobny potet operaci, tj. n®> + O(n).

Pro velky pocet rovnic, tj. pro velké n, proto miiZeme tvrdit, Ze eliminace vyZaduje
priblizn& 1n3 operaci a GEM resp. LU zp&tny chod pfiblizn& 3n? resp. n* operaci
(ndsobicich a stejné tak s&itacich).
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Choleského rozklad. Pozitivné definitni matici A Ize vyjadFit ve tvaru
A=LLT, (2.12)

kde L je dolni trojdhelnikova matice, jejiz nenulové prvky jsou postupné& pro
k=1,2,...,n urleny pfedpisem

(2.13)

i=k+1,k+2,....n.

Soustavu rovnic ¥e$ime podle (2.9) pro U =L".

Vyjad¥eni matice A ve tvaru (2.12) se nazyvd Choleského rozklad matice A.
Choleského rozklad vyzaduje p¥iblizné polovi¢ni vypoctové naklady oproti
obecnému LU rozkladu, tedy p¥iblizn& %n3 operaci nasobicich a zhruba stejny
polet operaci stitacich (vypotet odmocnin nemd na celkovy pocet operaci
podstatny vliv).
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Vybér hlavniho prvku

Za&neme prikladem.

Pt¥iklad 2.1. Mame vyf¥esit soustavu rovnic

10 -7 0 x1 7
~3 2,009 6 x | = (3,901
5 1,1 48/ \x 5,9

na hypotetickém pocitadi, ktery pracuje v dekadické soustavé s pétimistnou
mantisou. P¥esné Yeseni je



(Pl ey
V prvnim kroku eliminujeme poddiagonalni prvky v prvnim sloupci a dostaneme

10 -7 0 x1 7
0 -0,001L 6 x | = [6,001
0 24 48] \x 2.4

Prvek v pozici (2,2) je ve srovndni s ostatnimi prvky matice maly. Pfesto
pokracujme v eliminaci. V dal$im kroku je tfeba ke tfetimu Fadku pficist fadek
druhy nasobeny 2400:

(4,8 +6-2400) - x3 = 2,4 + 6,001 - 2400 .

Na levé strané je koeficient 4,8 4+ 6 - 2400 = 14404,8 zaokrouhlen na 14405. Na
pravé strané vysledek nasobeni 6,001 - 2400 = 14402,4 nelze zobrazit p¥esn&, musi
byt zaokrouhlen na 14402. K tomu se pak p¥i¢te 2,4 a znovu dojde

k zaokrouhleni. Posledni rovnice tak nabude tvaru

14405 x3 = 14404 .

Zpétny chod zalne vypoltem

14404
14405

X3 =0,99993.



(s Gisdy
P¥esny vysledek je x3 = 1. Zda se, Ze chyba neni nijak vdaZna. BohuZel, x, je tfeba
urcit z rovnice
—0,001 x» + 6 - 0,99993 = 6,001,
coz dava, po zaokrouhleni 6 - 0,99993 = 5,9996,

L _ooo4
27 —0001

Nakonec vypolteme x; z prvni rovnice

105 —7-(-1,4) =7

a dostaneme x; = —0,28. Misto pfesného feSeni x jsme dostali p¥iblizné feSeni
—0,28
X = —-1.4
0,99993

Kde vznikl problém? Nedo$lo k Zddnému hromadéni chyb zplisobenému
provadénim tisicl operaci. Matice soustavy neni blizkd matici singularni. PotiZ je
jinde, plsobi ji maly pivot ve druhém kroku eliminace. Tim vznikne multiplikator
2400 a v disledku toho ma posledni rovnice koeficienty zhruba 1000 krat vétsi nez
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koeficienty plvodni rovnice. Zaokrouhlovaci chyby, které jsou malé vzhledem

k témto velkym koeficientiim, jsou nepfFijatelné pro koeficienty ptvodni matice

a také pro samotné ¥eseni.

Snadno se provéfi, Ze kdyZ druhou a tfeti rovnici prohodime, nevzniknou Zadné
velké multiplikdtory a vysledek je zcela pfesny. Ukazuje se, Ze to plati obecné:
jestliZze jsou absolutni hodnoty multiplikatordi mensi nebo nejvy3e rovny 1, pak je
numericky spo&tené ¥eseni vyhovujici. O
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Castegny vyb&r hlavniho prvku je modifikace GEM zajiétujici, aby absolutni
hodnota multiplikdtord byla mensi nebo rovna jedné. V k-tém kroku eliminace se
jako pivot vybird prvek s nejvétsi absolutni hodnotou v zatim neeliminované &3sti
k-tého sloupce matice AKK=1) | tj. mezi prvky a,(:_l) pro i > k. Necht tedy r je

takovy ¥adkovy index, pro ktery

k—1 k—1
jah V= max a7V (2.14)

Pak prohodime k-tou a r-tou rovnici. Ze soustavy rovnic Ak—Dx = b(k—1) tak
dostaneme soustavu A(K)x = b(kK) | p¥icemz A(K) ziskdme prohozenim k-tého

a r-tého ¥adku matice Ak=1) a podobn& b(¥) ziskdame prohozenim k-tého a r-tého
prvku vektoru b(k—1)

Poddiagonalni prvky v k-tém sloupci matice A(%) eliminujeme stejné& jako

v algoritmu GEMz.
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| 0 0 ... a](clz—l) . a’(c’;—l) Tk

O 0 . o af"’k;c—l) .. a‘Elk’;l—l) T, b"(’bk_l)

: LA G :
| 0 0 .- (ai’fc—l) --a%_l). z

Obr. 2.1: GEM s &&stegnym vyb&rem hlavniho prvku (v krouzku)
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l]plny vybér hlavniho prvku je postup, ktery miiZe absolutni hodnoty
multiplikatori zmensit jesté vyraznéji. Dociluje se toho tim, Ze v k-tém kroku
eliminace se jako pivot vybird prvek s nejvétsi absolutni hodnotou v dosud
neeliminované &asti matice A(k—1), tj. v ¥adcich i > k a sloupcich j > k. Necht
tedy r je ¥adkovy a s sloupcovy index vybrany tak, Ze

lal“= Y| = max |a(--k_1)|. (2.15)

Pak prohodime k-tou a r-tou rovnici a k-tou a s-tou neznémou Ze soustavy
rovnic Ak=Dx(k=1) — p(k=1) dostaneme soustavu AKx(k) = (k) pricemz AK)
ziskdme prohozenim k-tého a r-tého ¥adku a k-tého a s—teho sloupce matice
A1) bk ziskdme prohozenim k-tého a r-tého prvku vektoru b(x—1) a x(¥)
ziskdme prohozenim k-tého

a s-tého prvku vektoru x(*=1)_ P¥itom x(%) = x je ptivodni vektor neznamych
Prohazovani proménnych registrujeme ve vektoru p = (p1, p2, . - -, p,,) . Na
pocatku poloZzime p; = i a p¥i kaZdém prohozeni promé&nnych prohodime také
odpovidajici prvky vektoru p.

Po ukonteni ptimého chodu je i-t4 slozka vektoru x("~1) rovna pj-té slozce
piivodniho vektoru x. Ve zp&tném chodu vypotteme x("~1) a pomoci vektoru p
uréime x.
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k.—1| k-1 .
ok o

oD gD @ gD

E NS :
0 0 Pl TP G P P S o I el p{F— Y
0 0 a Vi gD (oD G ] D) (D

Obr. 2.2: GEM s dplnym vyb&rem hlavniho prvku (v krouzku)
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Castetny nebo dplny vybér hlavniho prvku? Vétsinou se pouZiva jen &astedny
vybér hlavniho prvku. Praxe i teorie potvrzuje, Ze i &asteny vybér hlavnich prvki
stadi k tomu, aby zaokroulovaci chyby ziistaly dostate¢né malé a neznehodnotily
vysledné ¥eSeni. Dal$im diivodem, pro¢ ¢aste¢nému vyb&ru hlavnich prvkl( ddvame
pfednost, je to, Ze jeho realizace vyZaduje vyrazné mendi polet operaci neZ vybér
uplny.

LU rozklad s ¢aste¢nym vybérem hlavniho prvku je standardni rutina
dostupna v kazdé knihovné& programi pro numerické ¥eSeni tloh linedrni algebry.
Vstupnim parametrem je matice A. Vystupni parametry jsou t¥i: dolni
trojtihelnikovd matice L (s jednitkami na hlavni diagondle), horni trojdhelnikovd
matice U a tzv. permutacni matice P, p¥ic¢emz

LU =PA. (2.16)

P¥itom permutaéni matice je takova matice, kterd vznikne z jednotkové matice
néjakym prohdzenim jejich ¥adkd. Ndsleduje popis algoritmu pro LU rozklad
matice A s &aste¢nym vybérem hlavnich prvkda.
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Algoritmus LUp (s &istetnym vyb&rem hlavniho prvku)
1) Polozime A® = A, PO =
2) Postupné pro k =1,2,...,n— 1 provadime
2a) Ur&ime index r pivotniho ¥adku, viz (2.14).
2b) Prohodime ¥adky k a r v matici A~V a takto ziskanou matici oznatime jako
A®_ Prohodime rovngz ¥adky k a r v matici P*~1) a takto ziskanou matici
oznadime jako Pk,
2¢) Upravime matici AWK tak, ze eliminujeme poddiagondlni prvky v k-tém
sloupci, tj. postupné pro i = k+ 1,k +2,...,n politame
= 4051
af-jk) = a,(jk) —m,-kag;) proj=k+1,k+2,...,n,
35:) = Mg

Do anulovanych pozic (i, k) matice A tedy ukldddme multiplikatory miy.

3) Dolni trojihelnikovou matici L sestrojime tak, Ze do hlavni diagondly dame
jednitky a poddiagonalni prvky prevezmeme z vysledné matice A(»~1)_ Horn{
trojuhelnikovou matici U dostaneme z diagonalnich a naddiagonalnich prvki
vysledné matice A("~1). Permuta¢ni matice P je rovna vysledné permuta&ni
matici P("~1).
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Po ziskdni matic L, U a P vyfeSime uZ soustavu rovnic Ax = b snadno. Zfejmé
PAx = Pb = LUx =Pb.

Proto nejdFive uréime vektor z = Pb, tj. prvky vektoru b pravé strany prohazime
stejn&, jako jsme prohazovali ¥adky matic Ak—1) a P(<=1) v algoritmu LUp.
Oznatime-li Ux =y, vidime, Ze y je ¥eSeni soustavy Ly = z. Vy¥eSenim této
soustavy dostaneme y. Zbyva jesté vy¥esit soustavu Ux =y a YeSeni x je nalezeno.
Shrneme-li to, po&itdme postupné z, y a x z rovnic

z=Pb, Ly =2z, Ux=y. (2.17)

Uchovavat historii prohazovani ¥adkii v matici P je zfejmé plytvani pam&tovym
mistem, vZdyt z celkového po&tu n? prvkii matice P je jich pouze n nenulovych.
Proto misto s matici P sta&i pracovat jen s vektorem ¥adkovych permutaci p.

Na zatatku polozime p(® = (1,2,...,n)" a ve zbytku algoritmu pak prohazujeme
prvky vektoru p(k—1). Matice P byla zapot¥ebi jen pro sestaveni vektoru z. To ale
dokaZzeme s pomoci vektoru p také: do i-té slozky vektoru z vloZime p;-tou sloZku
vektoru b, postupné pro i =1,2,...,n.
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Priklad 2.2. Provedeme LU rozklad matice

—04 —0,95 —04 -7,34
05 -03 215 -245
) 4 1 -3
-1 55 25 35

A=

V prvnim sloupci najdeme jako pivota &islo —2 ve t¥etim ¥adku. Proto prohodime
prvni a tfeti ¥adek. Pak eliminujeme poddiagonalni prvky v prvnim sloupci a na
jejich mista zapiSeme pouZzité multiplikatory. Prohozeni ¥adki vyznalime také

v permutaénim vektoru.

Tak dostaneme

-2 4 1 -3 3
A _ 025 07 24 32 o0 | 2
02 -175 —-06 —674 |’ 1
05 35 2 5 4

Prvni fadek se uZ ménit nebude. Ve druhém kroku najdeme pivota ve druhém
sloupci. Je to &islo 3,5 ve &tvrtém ¥adku. Proto prohodime druhy a Etvrty ¥adek
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jak v matici A() tak ve vektoru p(). Pak eliminujeme prvky v pozicich (3,2)
a (4,2) a na jejich mista zapiSeme pouZité multiplikatory.
Vysledkem je

-2 4 1 -3 3
@ | o5 35 2 5 o |4
AT=1 02 —o05 04 —a2a | P =11

025 02 2 —42 2

Prvni dva ¥adky uZ zistanou bez zmé&ny. Pivot ve t¥etim sloupci je &islo 2 ve
¢tvrtém ¥adku. Prohodime tedy treti a &tvrty ¥adek v matici A i ve vektoru p(?).
Pak eliminujeme prvek v pozici (4,3) a na jeho misto vloZime pouZity
multiplikator. Tak dostaneme

-2 4 1 -3
05 35 2 5 @
025 02 2 —42|° P =
02 —05 02 -34

AG) —

=N P W
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Dostali jsme tedy

1 0 00 2 41 -3

L_| o5 1 00 u_| 0 352 5
025 02 1 0]’ 0 0 2 —42|°

02 -05 02 1 0 0 0 -34

Permutagni vektor p = p®). Pokud bychom cht&li vytvofit permuta&ni matici P,
stadi vzit jednotkovou matici a pfeusporadat ji tak, Ze plvodné p;-ty Fadek se
stane fadkem i-tym. KdyZ to provedeme, dostaneme pro permutaéni vektor

permutaéni matici P=

=N AW
= O O O
o= OO
OO O -
OO = O

Shadno se ové&fi, e LU = PA.
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vvvvvv

—13,14 9
2,15 _ 27,5

b= E pak z= 215 |
27,5 —13,14

a déle ¥eSenim soustav Ly = z a pak Ux =y dostaneme

9 3
| 23 4
Y= 1|-02|" 2

~34 1
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Vypotet determinantu. Je zndmo, Ze determinant det(A) matice A
a) se nezméni, kdyZ k ¥adku matice A p¥i¢teme ndsobek jiného ¥adku matice A;
b) zmé&ni znaménko, kdyZ prohodime dva jeho (riizné) ¥adky nebo sloupce.
Provddime-li tedy GEM podle algoritmu GEMz, tj. bez vybé&ru hlavnich prvki, pak
det(A) = det(U) = u1u22 - - - up, dostaneme jako soutin diagondlnich prvki
matice U. Pokud provddime &aste¢ny nebo tplny vybér hlavnich prvki, pak sta&i,
kdy? si poznamendme, tfeba do promé&nné g, celkovy pocet prohozeni ¥adki (pro
Eastetny vyber) nebo ¥adki i sloupch (pro dplny vybér). Je-li g sudé, pak
det(A) = det(U), a je-li g liché, je det(A) = —det(U). Plati tedy

det(A) = (—1)7 urytzz -+ Upn - (2.18)
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ReZeni soustavy rovnic s vice pravymi stranami nepredstavuje 2adny problém,
misto s jednou pravou stranou pracujeme souasné s m pravymi stranami. Vzorce
(2.9) a (2.17) zbstdvaji v platnosti, jediny rozdil je v tom, Ze ted

b = (by,by,...,b,,) je matice pravych stran, takze také y, x a p¥fipadn& z jsou
matice téhoZ typu jako b. Zejména tedy /-ty sloupec matice x = (x1,X2,...,Xm)
je YeSeni ptislugné i-té pravé strané. P¥ipad Uplného vybéru hlavnich prvki zde
rozebirat nebudeme.

Pokud jde o polet operaci, tak pro kazdou pravou stranu je t¥eba zapoditat
pr|bI|zne n? operaci nasobicich a stejny polet operaci stitacich, takZe celkem jde
o mn? operaci. Je-li pofet m pravych stran maly ve srovnani s po&tem n rovnic,
jsou ndklady na provedeni LU rozkladu, tj. p¥iblizné %n“” operaci, vyrazné
pFevazujici.

Vypodéet matice inverzni |ze provést tak, Ze ¥eSime soustavu rovnic Ax =b s n
pravymi stranami pro b = I, kde | je jednotkovd matice. Kdy? tlohu ¥e§ime bud'to
bez vyb&ru hlavnich prvki nebo s ¢aste¢nym vyb&rem hlavnich prvki, pak
dostaneme x = A1, tj. matici inverzni. Poéet operaci pottebny pro Yeen{
trojiihelnikovych soustav vyZaduje p¥iblizn& n3 operaci. Protoze LU rozklad
potfebuje pFiblizn& 3 113 operaci, je to celkem gn operaci. D3 se ukazat, Ze p¥i
diimysIn& organlzovanem vypoltu lze polet potfebnych operaci snizit o jednu
tetinu, tj. na p¥iblizn& n® operaci, viz nap¥. [Dahlquist, Bjérk].
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Ridka matice soustavy. Rekneme, Ye matice je ¥idk4, kdyZ potet jejich
nenulovych prvkil je vyrazné mensi neZ polet viech jejich prvkl. Takové matice
vznikaji p¥i Fedeni ¥ady vyznamnych aplikaci. Casty je p¥ipad, kdy pocet nenulovych
koeficientl v rovnici nepfevysi malé &islo m, které vibec nezavisi na poctu n
rovnic, takZe s riistem n dostdvame stdle ¥id$i matice soustav. Ridké matice jsou
v paméti politale Ucelné reprezentovany jen pomoci svych nenulovych koeficientd.
Pro YeSeni soustav s ¥idkymi maticemi existuji velice efektivni algoritmy. Jednim

z hlavnich cild, které tyto algoritmy sleduji, je provddéni eliminaénich krokd

v takovém potadi, aby vznikalo co nejméné& novych nenulovych koeficient(.
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Pasova matice soustavy. Specidlnim p¥ipadem ¥idké matice je pdsova matice,
kterd ma nenulové koeficienty jen v pasu okolo hlavni diagonaly. P¥esngji, matice
A= {a,‘j}?)j:l, pro kterou existuji celd nezdporna &isla p, g takova, Ze

a;j=0 kdyz i>j+p nebo j>i+gq,

se nazyva pasovd matice s pasem o 3ifce w = p+ g+ 1 (ma p poddiagondl a g
naddiagonal). Cislo s = max(p, q) se nazyva polovi¢ni $itka pasu. Pro matici
s polovi¢ni Sitkou pasu s tedy zfejmé& plati

aj =0 pro |i —j| >s.

P¥i eliminaci pasovych matic mohou nenulové koeficienty vznikat jen uvnit¥ pasu.
Toho lze vyuzit a docilit znatelnou dsporu jak v reprezentaci matice soustavy

v paméti politale, tak v potu potfebnych operaci. Pro matici s polovi¢ni Sitkou
pasu s pottebuje LU rozklad bez vyb&ru hlavnich prvkd jen pFiblizng ns(s + 1)
operaci a zpé&tny chod (pro jednu pravou stranu) jen p¥iblizn& n(2s + 1) operaci
(ndsobicich a stejné tak s&itacich).
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Soustava rovnic s tfidiagonalni matici. V p¥ipadé s = 1 hovofime
o t¥idiagonalni matici. Algoritmus GEM pro YeSeni soustavy rovnic s t¥idiagondini
matici je velmi jednoduchy. Bez vybéru hlavnich prvki pro soustavu

ai C1 0 0 N 0 0 0 X1 dl
bl an C 0 e 0 0 0 X2 d2
0 b2 as C3 . 0 0 0 X3 d3
0 0 0 0 bn—2 dn—1 Cp—1 Xp—1 dn—l
0 0 0 O 0 b1 an Xn dn
v pfimém chodu pocitame
b,‘ = b,-/a,-, dj+1 ‘= a,-+1—b,-c,-, d,'+1 = d;+1—b;d;, i = 1,2,...,"—1,

a ve zpétném chodu uréime
X := dp/an a ddle x; = (di — ¢ixjy1)/ai, i=n—1n—2,... 1

Transformovand matice soustavy obsahuje koeficienty LU rozkladu plvodni
matice.
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Vliv zaokrouhlovacich chyb

P¥i ¥eSeni soustav linedrnich rovnic témé&¥ vZdy pisobi zaokrouhlovaci chyby. Jejich
vliv prozkoumame v nésledujicim p¥ikladu.

P¥iklad 2.3. P¥edpoklddejme, Ze na hypotetickém po&itadi s t¥fimistnou mantisou

mdme vyresit soustavu
396 1,01\ (x\ (5,03
1 025)\x/ \125)°

P¥iblizné ¥egeni budeme znatit X = (%, %)". Protoze 3,96 > 1, nemusime rovnice
prohazovat a multiplikdtor mp; = 1/3,96 = 0,253. Od prvni rovnice ode&itame
my1-nasobek druhé rovnice, tj.

(0,25 — 0,253 1,01) - xp = 1,25 — 0,253 - 5,03



(s Gisdy
P¥i zaokrouhlovani na 3 platné cifry dostaneme 1,01 - 0,253 = 0,256

a 5,030,253 = 1,27, takze

. —0,02
~ —0,006

Z prvni rovnice pak vypotteme X; = (5,03 — 1,01 - 3,33)/3,96 = 0,422 . Dostali
jsme tedy pfiblizné FeSeni
5 (0,422)
333 )

Spotteme-li (p¥esng) reziduum r = b — AX, obdrzime

_ (5,03—-3,96-0422 —1,01-333) [ —0,00442
“\ 125-1.0422-025-333 )~ \ —0,00450 ) -

% = 3,33.

To by nas mohlo svadét k domné&nce, Ze ziskané ¥eSeni X je prakticky pfesné. Tak
tomu ale neni, pfesné ¥eSeni je
0,25
X = 4 ,

takZe X; a X nemaji ani jednu cifru platnou! Pro zajimavost uvddime, Ze pro
p=4,6,... cifer mantisy dostaneme presné ¥eseni a pro p =5,7,... FeSeni,
jehoz slozky maji p — 3 platnych cifer. a
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PYestoze ptiklad 2.3 je zna¢né umély, je jednoduchou ilustraci obecné platného
tvrzeni:

Gaussova eliminace s &dste¢nym vybérem hlavnich prvki zaruuje vznik malych
rezidur.

K tomuto tvrzeni je t¥eba pFipojit nékolik vysvétlujicich poznamek. Slovem
»zaru€uje" se mini, Ze |ze dokdzat pfesnou vétu, kterd (za splnéni jistych
technickych p¥edpokladi tykajicich se vypo&tl v pohyblivé ¥adové &arce) uvadi
nerovnosti omezujici velikost jednotlivych sloZek rezidua. Déle slovem ,, malych*
minime ,,v ¥adu zaokrouhlovacich chyb relativné vzhledem ke tfem veli¢indm*:
k velikosti prvkii ptivodni matice koeficientd A, k velikosti prvki matic A®)
vznikajicich v pribéhu eliminace a k velikosti prvkl feSeni X. Konené je tfeba
dodat, Ze i kdyZ je reziduum malé, tvrzeni nefika nic o velikosti chyby X — x.

K posouzeni vztahu mezi velikosti rezidua a velikosti chyby se pouZivd veli¢ina
znama jako &islo podmin&nosti matice.
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Podminénost

Abychom mohli uréit podminénost dlohy , najit ¥eSeni x soustavy linearnich rovnic
Ax = b", potfebujeme posoudit, jak moc se zméni ¥eSeni x, kdyZ trochu zmé&nime
data, tj. matici soustavy A a vektor pravé strany b. Zatimco k mé&feni velikosti
¢isel pouzivame absolutni hodnotu, podobny nastroj pro méFeni velikosti vektort
a matic si teprve musime zavést.

Norma vektoru je nezaporné &islo, které reprezentuje jeho velikost. T¥ida
vektorovych norem, zndma jako /,, zavisi na parametru 1 < p < oc:

n 1/p

Ixllp = { D Ixil”

i=1



(s Gisdy
Nej&astéji se pouzivd p =1, p = 2 nebo limitni p¥ipad pro p — oo:

n 1/2

n
e =D el lxle= (> %) o Il = max|x].
i=1

i=1

li-norma je zndma také jako Manhattan norma, nebot odpovid4 vzdalenosti mezi
dv&ma misty v pravouhlé m¥izi méstskych ulic. h-norma je bézna Euclidova
vzdalenost neboli délka vektoru. /,-norma je zndma také jako Ceby%evova norma.

Konkrétni hodnota p je Easto nepodstatnd, normu pak jednodude zna&ime |x||.
Vektorova norma spliiuje nasledujici zakladni vlastnosti, typické pro pojem
vzddlenosti:

1. x| >0, kdyzx#o a |o| =0,

2. |lex|| = |e| - ||x|| pro kazdé &islo c,
3. Ix+yll < lIx||+ |lyll (trojdhelnikova nerovnost).

Symbolem o jsme pfitom oznadili nulovy vektor, tj. vektor, jehoZ vechny slozky
jsou rovny nule.
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Cislo podmin&nosti matice. Nésobenim vektoru x matici A zleva dostaneme
novy vektor Ax, ktery mdZe mit dplné jinou normu neZ x. Tato zména normy
p¥imo souvisi s citlivosti, kterou chceme mé¥Fit. Rozsah moznych zmén lze vyjadFit
pomoci dvou &isel:

IRt A

, - , 219
2 T Whiey (219)

kde maximum resp. minimum se uvazuje pro viechny nenulové vektory x. Pomé&r
M/m se nazyvd Cislo podminénosti matice A:

wa)y =M - <max 'AX|> : (min AX|>1. (2.20)

m T\ ) e

Konkrétni hodnota k(A) zavisi na pouZité vektorové normé. ProtoZe nas viak
obvykle zajima jen ¥adova velikost vhodné spocteného odhadu &isla podminénosti,
nebyvd pouZity typ normy vétsinou podstatny.



Biusneiedy
UvaZujme systém rovnic
Ax=b

a druhy systém rovnic, ktery dostaneme, kdyZ zménime pravou stranu:

A(x+ Ax) =b+ Ab, nebo-li Ax =b.

Ab = b — b miZeme povaZovat za chybu pravé strany b a Ax =X — x za
odpovidajici chybu ¥eSeni x. ProtoZze AAx = Ab, z definice M a m okamZit& plyne

[bll < Mlix||,  [[Ab]| > m|Ax|[,
takze pro m # 0,
[ Ax]] |Ab| il
< k(A)S— = K(A) T, kde r=b — A(x + Ax) (2.21)
x| b b

je reziduum. Cislo podmin&nosti tedy piisobi jako zesilovat velikosti relativni
chyby: relativni zm&na ||Ab||/||b|| pravé strany vyvold x(A) krat v&tsi relativni
zménu ||Ax||/||x|| ¥eSeni. Da se ukdzat, Ze zm&ny v matici koeficientd maji na
zmény ¥eSeni obdobny vliv.
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Nerovnost (2.21) také potvrzuje zkuZenost, kterou jsme udglali v pfikladu 2.3,
totiZ Ze malé reziduum neznamena malou relativni chybu. Na pravé strané
nerovnosti (2.21) je totiZ norma rezidua ||r|| ndsobena &islem podmin&nosti x(A)
matice A, takZe i kdyZ je reziduum malé, mizZe byt pfesto relativni chyba ¥eSeni
velkd, kdy? k(A) je velké.
V&imnéme si nékterych vlastnosti &isla podmin&nosti.

1. Protoze M > m, je x(A) > 1.
Pro jednotkovou matici | je Ix = x, takze x(l) = 1.

Je-li A singularni, je m =0 a tedy x(A) = .

> wn

KdyZ matici A vyndsobime &islem ¢, pak M i m se nésobi |c|
a k(cA) = k(A).
5. Pro diagondIni matici D je k(D) = max |d;| / min |d;| (dokaZte!).

Z poslednich dvou vlastnosti plyne, Ze x(A) je lep§im m&Fitkem blizkosti matice A
k matici singuldrni neZ jeji determinant det(A). Jako extrémni p¥iklad uvaZujme
diagondlni matici ¥adu 100, kterd ma na diagonale &isla 0,1. Pak det(A) = 10100,
coZ lze povaZovat za velmi malé &islo, aviak x(A) = 1. Soustava rovnic s takovou
matici se chova spiSe jako soustava s jednotkovou matici neZ jako soustava

s matici témé&F singularni.
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Norma matice. Cislo M je zndmo jako norma matice. Ozna&ujeme ji stejn& jako
normu vektoru:

A
1A = max 1AXI
x#o |[|x||

(2.22)

Snadno se ov&fi, ze ||A71|| = 1/m, takZe ekvivalentni vyjadeni &isla podmin&nosti
je
K(A) = [[A]l-[|A7H]. (2.23)

Znovu je tfeba pfipomenout, Ze konkrétni hodnota k(A) zdvisi na pouZité
vektorové normé. Snadno se spo&tou maticové normy odpovidajici vektorovym
normam /i a I. Plati

[|A]l1 = max g |ajj| (maximum sloupcovych soutti),
i =
1

[|A]]oo = max E EN (maximum ¥adkovych soutti) .
! .
j
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Vice o normach matic. Maticovd norma definovand vztahem (2.22) se nazyvd
pfirozena norma. Nékdy také ¥ikdme, Ze je to norma ptidruZena k vektorové
normé&, pomoci niZ je definovana. Nap¥iklad maticovd || - ||o norma je pfidruZzena
k vektorové f,-normé.

Vimnéte si, Ze z definice (2.22) p¥irozené maticové normy okamZité& plyne
[Ax]| < [|A[ - [[x]|- (2.24)

Jestlize vektorovd a maticovd norma splifuji vztah (2.24), ¥ikdme, Ze jsou
souhlasné.

Existuji i jiné nez p¥irozené maticové normy. Jednou z nich je Frobeniova norma
1/2

A= > a] . (2.25)

ij=1
o které Ize dokazat, Ze je to norma souhlasnad s Euklidovou h-normou, tj. Ze plati

1Ax]l2 < [[A[lF - [Ix][2-
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Maticové normy, které jsme si doposud definovali, maji nasledujici vyznaéné
vlastnosti:

1. |A]| >0, kdyz A#0 a [O| =0,

2. ||cA|| = |c| - ||A|| pro kazdé &islo c,

3. |A+BJ| < ||A|| +||B]| (trojihelnikovad nerovnost),
4. |AB|| < ||A|l - |IB]|| (multiplikativnost),

5. ||Ax|| < ||A]| - ||x]] pro kaZdy vektor x (souhlasnost).

Symbolem O jsme si p¥itom oznaéili nulovou matici, tj. matici, jejiz v8echny prvky
jsou rovny nule.

Poznamenejme, Ze obecné& je norma &tvercové matice definovana jako redlna
funkce spliiujici jen prvni Ety¥i z vySe uvedenych podminek. a
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P¥iklad 2.4. Soustava rovnic Ax = b, kde

1 10 11 N N
A= (10 101) ;b= (111) ., mavYefeni x= (1> _

Pouzijeme Io-normu a spotteme ||b||oo = 111, ||X||cc = 1. KdyZ pravou stranu
zménime na

po ( 1Ll dost v o (1321
= 110,89 s ostaneme reseni X = _0721 .

Oznatime-li Ab = b — b, Ax = % — x, pak [|Ab||o = 0,11 a ||Ax]||s = 12,21.
Vidime, Ze pomérné mald zména pravé strany zcela zménila YeSeni. Relativni
zmény jsou
[Ab||o
1Bl

[Ax][o

[1%[loo

=9,909-107*, =12.21.

Podle (2.21) miizeme odhadnout &islo podmin&nosti

12,21
K(A) > ’ = 12321.

~ 9,909 -10—*
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Ve skutetnosti je b a Ab zvoleno tak, Ze k(A) = 12321. To se snadno ové&F¥i, nebot

Al (_1(1)3 _1(1)) , takze [A7 o = 111 = Al a #(A) = 1112 = 12321.

UkaZme si je3t&, Ze vztah (2.21) plati jako rovnost:

% — x|o 12,21 , 0,11 | Ab]|
= =111 =K
M. — 1 1~ "B )

=111 [|Ab||oo = 111 - |F|| o ,

kde r = b — AX je reziduum. O
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K urgeni x(A) potfebujeme znat ||[A~1||. Aviak vypotet A~1 vyzaduje pFiblizn&
t¥ikrat tolik prace jako celé ¥eSeni soustavy rovnic. Nastésti p¥esnou hodnotu x(A)
obvykle nepot¥ebujeme, vystatime s dostatetn& dobrym odhadem «(A). Spolehlivé
a pomérn& velmi rychlé odhady ¢&isla podminénosti matic patfi v sou¢asné dobé& ke
standardnimu vybaveni programii pro ¥eSeni soustav linedrnich rovnic. Jestlize
program zjisti, ze &islo podminénosti je ptilis velké, vyda varovani nebo dokonce
vypolet prerusi.
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Shrnuti. Soustava linedrnich rovnic je dobfe (3patn&) podminé&na, pravé kdy? je
matice soustavy dobfe (3patn&) podmin&nad. Podmin&nost matice soustavy A
mé&¥fime pomoci &isla podminénosti k(A) > 1. Je-li &islo x(A) malé, Yeknéme
mensi nez 100, je matice A dobfe podminénd. V opa&ném pripadé, tj. kdyz

k(A) > 100, je matice A Zpatn& podmin&na. Spatn& podmin&nou soustavu rovnic
Ize obvykle jen velmi obtiZng& ¥esit. Pomoci miZe vypolet s vicemistnou mantisou
(je vhodné pouzit dvojndsobnou nebo jesté& vétsi presnost). Existuji viak vyjimky:
je-li naptiklad A diagondlni matice, ve které a; = 10', pak je k(A) = 10"71, co? je
pro velké n velké &islo, a presto FeSeni x; = 10~/ b; ziskdme bez problémi pro
libovolné velky pocet rovnic.

P¥edpokladejme, Ze matice soustavy je dobfe podmin&na. Pak je GEM

s Castenym (nebo Uplnym) vyb&rem hlavniho prvku dob¥e podmingny algoritmus:
protoZe velikost multiplikdtorl nep¥esahuje jedni¢ku, vznikajici zaokrouhlovaci
chyby se dalsim vypoctem , nezesiluji*. KdyZ naopak vybér hlavnich prvki
neprovadime, miZeme dostat multiplikatory, jejichZ absolutni hodnota je v&tsi nez
jedna, coZ ma za nasledek zvétSovéani d¥ive vzniklych zaokrouhlovacich chyb. GEM
bez vyb&ru hlavnich prvki je tedy obecn& $patné podmin&ny algoritmus. Vyjimku
z tohoto pravidla prestavuje FeSeni soustav se specialni matici soustavy, nap¥. kdyZz
je matice soustavy ost¥e diagondlné€ dominantni nebo pozitivné definitni, pak je

i GEM bez vybéru hlavnich prvki dob¥e podmin&ny algoritmus.
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